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EINLEITUNC 
Die zahlreichen Anwendungen der Krullbewertungen in der Zahlentheorie 
und der Algebra beruhen wesentlich auf der Tatsache, da13 die Begriffe der 
Stelle und der Bewertung Equivalent sind [2]. Es ist daher eine naheliegende 
Frage, ob sich die Krullbewertungen auf nicht kommutative Kiirper iibertragen 
lassen, so da8 dieser Zusammenhang zwischen Stellen und Bewertungen 
erhalten bleibt. Wie die Schillingsche Arbeit [6] zeigt, la& sich dies nur durch 
eine Abschwachung der Multiplikativitat der Bewertung 
lxyl= Ix/ IYI (1) 
erreichen. Denn als Folge von (1) ist der Bewertungsring B = {x E K / 1 x ! < 
1 1 I} invariant gegen innere Automorphismen des Kiirpers. Dies bedeutet, daf3 
nicht jedem Bewertungsring und damit nicht jeder Stelle eine multiplikative 
Bewertung zugeordnet werden kann. 
Die Definition allgemeiner Bewertungen geht auf F. Rad6 zuriick [5]. Rad6 
ersetzt die Multiplikativitat durch das Axiom 
1x1 G IYI * l-=1 GIXYI. (2) 
Wir verwenden in dieser Arbeit ein aquivalentes Axiom, das sich kalkiilmaf3ig 
etwas einfacher handhaben Ia&. Wir fordern, daB zu jedem Element x des 
KGrpers eine ordnungserhaltende Abbildung 3i: der Wertemenge in sich existiert, 
fiir die 
IV =Plyl (3) 
gilt. 
Diese Formulierung des Axioms hat den Vorteil, direkt auf die Wertegruppe 
zu fiihren, die als Menge der Abbildungen f, x # 0, definiert ist. Sie ist im 
Unterschied zu der Wertegruppe einer Krullbewertung nicht Teilmenge der 
Wertemenge, sondern eine Untergruppe der Automorphismengruppe der 
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Wertemenge. Nur im invarianten Fall la& sich die Wertegruppe kanonisch in 
die Wertemenge einbetten, wobei dann (3) in (1) iibergeht. 
Bei unserer Untersuchung tritt die Wertemenge ganz in den Hintergrund. 
Die Hauptrolle spielt die Wertegruppe. An ihr lassen sich die algebraischen 
Eigenschaften der Bewertung vollstandig ablesen. Der hierbei grundlegende 
Begriff ist der der v-Konvexitat, der fur invariante Bewertungen in den gewohn- 
lichen Konvexitatsbegriff iibergeht. 
Beispiele nicht-invarianter Bewertungen lassen sich am einfachsten als 
subordinierte Bewertungen invarianter Bewertungen konstruieren. Wir bezeich- 
nen diese Bewertungen als subinvariant. Einen anderen Typ nicht-invarianter 
Bewertungen besitzen die Hilbertschen formalen Potenzreihenkorper. Hierbei 
gilt, da8 sich jede Bewertung des Grundkorpers zu einer Bewertung des formalen 
Potenzreihenkorpers forsetzen 1aBt. Dies ist nicht mehr der Fall, wenn man sich 
auf invariante Bewertungen beschrankt. Selbst bei einem kommutativen 
Grundkorper la& sich eine Bewertung in der Regel nicht zu einer invarianten 
Bewertung fortsetzen. Dies ist, wie ich glaube, ein wichtiger Grund, der fur 
die Verallgemeinerung der Schillingschen Bewertungen spricht. 
Der eigentliche AnlaD fur diese Verallgemeinerung waren Untersuchungen 
iiber Hjelmslevsche Geometrien, diemit Hilfe von Homomorphismen projektiver 
Raume definiert werden. Die durch diese Homomorphismen im Koordinaten- 
kiirper induzierten Stellen fiihren im allgemeinen zu nicht-invarianten Bewer- 
tungen [3]. 
1. DEFINITIONEN 
K sei ein nicht notwendig kommutativer Kijrper und W eine linear geordnete 
Menge mit kleinstem Element 0. Eine surjektive Abbildung 
heiBt eine Bewertung von K, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt 
(Bl) ) x / = 0 0 x = 0. 
(W I x +Y I < Ma4 x 0 I Y 1). 
(B3) Zu jedem x E K existiert eine ordnungserhaltende Abbildung 
5?:W+W,sodaBjxyI -5!ylgilt. 
Wir ziehen zunachst einige einfache Folgerungen aus diesen Axiomen. 
(1) Wegen der linearen Ordnung von W besteht fiir jedes x E K eine der 
Ungleichungen 1 x / < / --x / oder 1 x / >, ( --x /. Da die Abbildung -“1: 
W - W nach (B3) ordnungserhaltend ist, folgt eine Ungleichung aus der 
anderen. Also gilt stets 1 x / = j .-x /. 
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(2) Es gilt 1 x + y 1 = Max(/ x I, / y I), falls 1 x / # j y j ist. (Dies zeigt 
man mit der gleichen SchluBweise wie fiir reelle nicht archimedische Bewertun- 
SF=) 
(3) Die Menge 
ist ein Teilring von K. Ferner folgt aus x $ B aufgrund des dritten Axioms 
x-l E B. Damit ist B ein Bewertungsring, wenn wir die folgende Definition 
verwenden. 
DEFINITION. Ein Teilring B von K heil3t ein Bewertungsring, wenn fiir 
jedes x # 0 aus K stets x oder x-r in B liegt. 
Wir nennen B = {x E K 1 / x / < 1 1 I} den zur Bewertung gehijrigen 
Bewertungsring. B ist ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal 
M={xEK~ 1x1 < 11 I}. 
Die Einheitengruppe von B ist E = {x E K j 1 x / = j 1 I}. 
DEFINITION. Eine nicht leere Teilmenge I des Korpers K hei& ein 
gebrochenes Rechtsideal (bzw. Linksideal) beziiglich des Bewertungsringes B, 
wenn Ix _C I (bzw. xl C 1) fur alle x E B gilt. 
1 ist bereits aufgrund dieser Definition beziiglich der addition eine Gruppe. 
Denn mit x ist such --x in 1, weil -1 in B liegt, und fur x, y + 0 aus I ist 
~ty=x(l+x-ly)=y(y-lx+l)~I, weil 1+x-ryodery-rxt-1 in B 
liegt. Insbesondere ist jedes gebrochene Rechtsideal, das in B liegt, ein Rechts- 
ideal von B (im ringtheoretischen Sinn). 
1st I ein gebrochenes Rechtsideal beziiglich B und x $1, so folgt I _C xB. 
Ware namlich y E I und y 6 xB, so wtirde x-ry $ B, also y-lx E B und damit x = 
y(y-‘x) E I folgen. Fur zwei gebrochene Rechtsideale I1 und 1a mit I1 $1a , 
etwa x E It, x $ I, , ergibt sich dann I, _C xB C I1 . Hiermit ist gezeigt, da8 die 
Menge der gebrochenen Rechtsideale (entsprechend such die Menge der 
gebrochenen Linksideale) durch Inklusion linear geordnet ist. 
Es sei nun W = (xB 1 x E K} die Menge der gebrochenen Rechtshauptideale. 
W is’t, wie eben gezeigt wurde, durch Inklusion linear geordnet..Das Nullideal 
ist kleinstes Element von W. Setzt man / x / = xi3, so ist die Abbildung K -+ W, 
x +z- j x 1, offenbar surjektiv und erfiillt Axiom (Bl). Wegen der linearen Ordnung 
von W gilt ferner 
(X + y)B C XB + yB = Max(xB, YB) 
und damit (B2). SchlieBlich wird fiir x E K durch yB t-+ xyB eine ordnungs- 
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erhaltende Abbildung 3i;: W -+ W definiert, so da8 die Gleichung / xy j = 
f / y 1 gilt. Da XB C 1B mit x E B gleichwertig ist, erhalten wir 
SATZ 1. Zu jedem Bewertungsring B des Ktirpers existiert eine Bewertung, 
deren zugehiiriger Bewertungsring mit B tiereinstimmt. 
Nennen wir zwei Bewertungen 1 iI: K -+ WI und / 1s: K-P W, aquivalent, 
wenn 
lxll~lYll=-lxlz~lYlz 
fur alle x, y IZ K gilt, so ergibt sich aus Satz 1, dal3 die Bewertungsringe des 
Kijrpers eineindeutig den Klassen aquivalenter Bewertungen entsprechen. 
Es sei hier noch erwihnt, da8 Schilling den Begriff des Bewertungsringes 
enger farjt und noch zusatzlich 
xBx-l = B fiir alle x E K, x # 0, 
fordert. Wie wir in Satz 6 zeigen werden, entsprechen diese Bewertungsringe, 
die wir invariant nennen, genau den Aquivalenzklassen Schillingscher Bewer- 
tungen [5]. 
2. 
/ = Zy 1 z 1. Wegen der Surjektivitat der Wert- Aufgrund von B3 ist Fy 1 x 
abbildung ergibt sich hieraus 
DIE WERTECRUPPE 
Ferner ist 1 = idw die Identitat auf W und 0 die Nullabbildung von IV. 
Fur x f 0 is F1 invers zu f. Damit ist 3i; fiir x # 0 eine ordnungserhaltende 
Bijektion von W. Es sei Aut W die Gruppe der ordnungserhaltenden .Bijektionen 
von W auf sich. Durch x ++ R wird dann ein Homomorphismus der multi- 
plikativen Gruppe KX von K in Aut W definiert. Das Bild 
hei& die Wertegruppe der Bewertung. Man beachte, da8 hier die Wertegruppe 
nicht wie bei den Krullschen Bewertungen eine Teilmenge von IV, sondern 
eine Untergruppe von Aut W ist. 
Ftirf, g E G definieren wirf < g, falls@u < gw fiir alle w E W gilt. Hierdurch 
wird in G eine Halbordnung erklart, die, wie man leicht nachpriift, mit der 
Gruppenverkntipfung von G vertrlglich ist. Obgleich die Nullabbildung 0 
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nicht zu G gehiirt, bringt es bezeichnungstechnisch eine Vereinfachung, wenn 
wir d < g fiir alle g E G setzen. 
SATZ 2. Es sei B der Bewertungsring der Bewertung und & der Durschnitt aller 
zu B konjugierten Bewertungsfinge. Dann gilt 
Beweis. Es sei x E KX. R < 1 bedeutet dann 5 1 y 1 < j y / fiir alle y E KX. 
Nach (B3) ist dies gleichwertig mit / y-lxy / < I 1 I, also mit y-%y E B oder 
x E yBy-l. Dies heiBt aber x E B = n,,,, yBy-I. 
Fur eine Einheit x von B gilt hiernach P < 1 und F1 < 1, also f = I. 
Umgekehrt ist ein Element x mit 2 = 1 eine Einheit von 8. Somit gilt 
SATZ 3. Der Kern des Homomorphismus KX --t G, x F+ 5, ist die Einheiten- 
gruppe I? von 8. Damit ist G isomorph zu Kx/I?. 
Die Abbildung 
v’:G-+W,gHgI 1 I 
bezeichnen wir als kanonische Abbildung der Wertegruppe in die Wertemenge. 
Sie wird im folgenden eine wichtige Rolle spielen. Fur g = 9, x E KX, ist 
Fassen wir die Elemente von G als Operatoren auf W auf, so ist die Menge 
U,, = (g E G I v(g) = I 1 I> 
der Stabilisator von / 1 / und damit eine Untergruppe von G. Wegen der aus 
(B3) folgenden Gleichung q(gh) = gp(h) ist 9 genau dann injektiv, wenn U,, = {f} 
ist. Setzen wirg = x”, x E KX, so ist 
d.h. Us ist das Bild der Einheitengruppe von B bei dem Homomorphismus 
x H 4. Wei der folgende Satz zeigt, ist U,, nur dann Normalteiler in G, wenn ., 
U, = (1) ist. 
SATZ 4. Ist N ein Normalteiler van G undgilt N C U,, , SO ist N = (1). 
Beweis. FiirnENgiltg-rngENC U,f~ralleg~G,alsog--lngl 1 I = I1 I. 
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Zu jedem w E W, w # 0, gibt es ein g E G mit w = g j 1 I. Damit ist nw = 
g(g-kg) j 1 1 = g 1 1 1 = w, also n = f. 
SATZ 5. Die Abbildung x-lBx t+ xrlUOZ, x E KX, ist eine inklusionserhaltende 
Bijektim der Merge der konjugierten Bewertungsringe von B auf die Menge der xu 
U, kmjugierten Untergruppen in G. 
Beweis. (a) Aus TIU$ C U, folgt x+Bx C B. Es sei y E B, also 1 y j < 
1 1 I. Wir unterscheiden zwei FPlle: 
(1) 1 y 1 = I 1 1. Dann ist y E U, , also G = FIJa E U,, . Hieraus 
folgt / x-lyx j = / 1 I, also X-lyx E B. 
(2) lyl<lll.D ann gilt ly + 1 I = Max(ly I, I 1 1) = j 1 I. Wie im 
ersten Fall erhalt man hieraus 1 x-‘( y + 1)~ I = 1 I I, also I yx + x I = / x j. 
Ware nun I yx 1 > 1 x 1, so wiirde 1 x 1 = I yx -:- x j = Max( 1 yx 1, I x 1) = 
I yx / zu einem Widerspruch fiihren. Also ist I yx I < / x I. Es folgt hieraus 
I x-lyx 1 < / 1 /, also X-iyx E B. 
(b) Aus x-lBx C B folgt umgekehrt ,?;U$ _C U,, . 1st 3 E U, , so ist y 
und folglich such x-lyx eine Einheit in B. Also ist / x-*yx I = j 1 / und damit 
zp E u, . 
(c) Aus (a) und (b) folgt, daI3 fur x, y E KX 
x-lBx C y-Vly und Fw,a _c pu,y 
Iquivalente Aussagen sind. Hieraus ergibt sich, daf3 die Abbildung x-lBx ++ 
~U,,L? wohldefiniert und eine Bijektion der Menge der zu B konjugierten 
Bewertungsringe auf die Menge der zu U, konjugierten Untergruppen in G ist. 
Folgerungen. (1) Es gilt x-lBx = B fur genau diejenigen x E KX, fur die 
2 im Normalteiler von U,, liegt. 
(2) Die Kommutativitat der Wertegruppe hat die Invarianz der Bewertung 
zur Folge. 
Wir betrachten nun den Spezialfall, daD B invariant ist. Nach Satz 5 ist dann 
U, Normalteiler in G, woraus nach Satz 4 U, = {I> folgt. Dies wiederum 
impliziert, daI3 v injektiv ist. Umgekehrt folgt aus der Injektivitat von pl natiirlich 
U,, = {I). Hieraus ergibt sich wieder nach Satz 5 die Invarianz von B. Somit gilt 
SATZ 6. Die Bewertung ist genau dann invariant, wenn die kanonische Abbil- 
dung q~ : G --+ W injektiv ist . 
In diesem Fall kann man G mit Hilfe der kanonischen Abbildung in W ein- 
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betten. Axiom (B3) geht dabei in die Multiplikativitat 1 xy 1 = 1 x / 1 y 1 tiber. 
Die Schillingschen Bewertungen stimmen daher genau mit den invarianten 
Bewertungen iiberein. 
3. DIE q,-KONVEXEN TEILMENGEN DER WERTEGRUPPE 
Der Idealverband eines Bewertungsringes lal3t sich mit Hilfe gewisser Teil- 
mengen der Wertegruppe beschreiben. Wir bringen zunachst einige Definitionen. 
S sei eine Teilmenge der Wertegruppe G. Dann heiBt S nach oben @onvex, 
wennmit sES,gEGund 
such g in S liegt. S heiRt nach unten y-konvex, wenn mit s E S, g E G und 
auchg in S liegt. S heil3t pkonvex, wenn S sowohl nach oben als such nach unten 
v-konvex ist. 
SchlieDlich nennen wir S symmetrisch, wenn J E S und mit g auchg-l in S liegt. 
Wir fiihren dann folgende Bezeichnungen ein: 
6a sei die Menge der symmetrischen, nach oben v-konvexen Teilmengen 
von G. 
6, die Menge der symmetrischen, nach unten y-konvexen Teilmengen 
von G und 
6 = 6, n 6, die Menge der symmetrischen, cp-konvexen Teilmengen von 
G. 
Bemerkung. Da v ordnungserhaltend ist, ist jede p-konvexe Teilmenge 
konvex beztiglich der in G definierten Ordnung. Die Umkehrung ist im all- 
gemeinen nicht richtig. Jede symmetrische v-konvexe Teilmenge enthalt nam- 
lich die im vorigen Paragraphen definierte Untergruppe U,, . 1st die Bewertung 
nicht invariant, so gilt U,, # {f). Die Untergruppe {J} ist daher konvex, jedoch 
nicht q-konvex. 
Es sei S eine Teilmenge von G. Wir definieren dann folgende Operation, die 
S die Teilmenge 
von B zuordnet. Es gilt dann 
SATZ 7. (a) Fiir S E 6, ist 5” ein echtes Rechtsideal von B. Die Abbildung 
S ++ S’ ist eine Bijektion von 6, auf die Menge der echten Rechtsideale von B. 
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(b) Fiir S E 6, ist s’ ein e&es Linksideal won B. Die Abbildung S t+ 5” ist 
eine Bijektion von 6, auf die Menge der e&en Linksideale von B. 
Beweis. (a) Es sei S E 6, . Wegen 1 E S liegt 1 nicht in 5”. Also ist S’ eine 
echte Teilmenge von B. 
1st x E S’, y E B und x, y # 0, so gilt 1 xy / < / x / < / 1 1, also 
~(5) G 942) G di). 
Aus x7 ES wiirde, weil S nach unten v-konvex ist, 2 E S, also x $ s’ folgen. 
Dies ware ein Widerspruch. Es gilt also $ q! S, woraus xy E S’ folgt. Damit ist 
S’ ein gebrochenes Rechtsideal und folglich ein echtes Rechtsideal von B. 
Urn zu zeigen, dal3 die Abbildung eine Bijektion ist, definieren wir zu einem 
echten Rechtsideal I von B die symmetrische Menge 
S ist nach unten q-konvex: Es sei 3i; E S, y” E G, x, y f 0 und ~(55) < y( 3) < 
&‘), also I x I < IY I < I 1 I. D amit sind y-lx und y Elemente von B. Wegen 
x = y( y-lx) $ I und 1 = y-iy $ I konnen weder y noch y-l in I liegen. Also 
ist y ein Element von S. 
Die Zuordnung I H S ist, wie man leicht sieht, invers zu der Abbildung 
S F+ S. Also ist diese eine Bijektion. 
(b) Es sei SE 6a . 1st x E S’, x E B und x, y # 0, so gilt 1 x-‘y-l I 3 
1 x-l / 2 1 1 1, also 
Man schlieDt dann wie unter (a), daB S’ ein echtes Linksideal von B ist und da8 
die Abbildung S FP S’ die Umkehrabbildung 
besitzt. 
KOROLLAR. Die Abbildung S t, S’ ist eine Bijektim der Menge 6 der sym- 
metrischen v-konvexen Mengen van G auf die Menge der echten zweiseitigen Ideale 
von B. 
Die gebrochenen Rechts- und Linksideale bilden jeweils eine Kette beziiglich 
der Inklusion. Die Inversenbildung im Korper lZl3t sich dazu benutzen, urn eine 
antitone Bijektion zwischen diesen beiden Ketten zu definieren. 
Es sei I ein gebrochenes Rechts- oder Linksideal. Wir definieren dann 
I* ={x~Kjx =Ooderx-l$I}. 
Offensichtlich ist x E I* mit 1 6 xl bzw. 1 $1~ gleichwertig. Man erkennt 
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hieraus, daB I* ein gebrochenes Linksideal ist, wenn I ein gebrochenes Rechts- 
ideal ist und umgekehrt. Wegen 
I** =I 
ist die Abbildung I ++ I* eine Bijektion der Menge der gebrochenen Rechts- 
ideale auf die Menge der gebrochenen Linksideale. I* ist genau dann zweiseitig, 
wenn I zweiseitig ist. 
Es sei nun speziell I = B. Weil B ein Bewertungsring ist, liegt B* in B. 
Ferner besteht B* aus den Nichteinheiten von B. Da die Nichteinheiten daher 
ein Ideal bilden, ist B ein lokaler Ring und M = B* has maximale Ideal von B. 
Wegen 119” = B** = B und der Antitonie der Sternabbildung gilt 
ICM=-BCI* 
Die Sternabbildung la& sich mit der oben definierten Abbildung S H S 
kombinieren. Es ist 
S’* ={xEK~ZES}UB. 
Nach Satz 7 ist S i--t s’* eine Bijektion von 6, bzw. 6, auf die Menge der 
gebrochenen Links- bzw. Rechtsideale C B. 
4. DIE SUBORDINIERTEN BEWERTUNGEN 
Ein Ideal P von B heil3t vollprim, wenn P # B und B/P nullteilerfrei ist. 
Mit ‘$3 bezeichnen wir die Menge aller vollprimen Ideale von B. (Bemerkung: 
1st B invariant, so ist P genau dann vollprim, wenn P prim ist.) 
Ferner sei 0 die Menge der Oberringe von B in K. Jedes B, E D ist selbst 
ein Bewertungsring, denn aus x $ B, folgt x $ B, also x-l E B C B, . Trivialer- 
weise ist jedes B, E C) ein gebrochenes Ideal beziiglich B. Damit ist D beziiglich 
der Inklusion linear geordnet. 
SATZ 8. Folgende Aussagen sind iiquivalent: 
(1) P ist ein vollprimes Ideal von B, 
(2) P ist ein echtes Rechtsideal volt B undgentigt der Bedingung 
Aus x, y E K una’ xy E P folgt x E P oder y E P. P> 
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(3) P* ist ein Oberring von B in K. (Nach der Definition der Sternabbildung 
ist P* gerade die Lokalisierung von B nach P.) 
Beweis. (I) a (2). Fiir x, y E B folgt (P) aus der Nullteilerfreiheit von 
B/P. 1st dagegen x $ B oder y $ B, so folgt, da B ein Bewertungsring ist, x-l E B 
oder y-l E B. Weil P zweiseitig ist, ergibt sich aus xy E P daher y = .x-‘(xy) E P 
oder x = (xy)y-i E P. 
(2) => (3). Ersetzt man in (P) x und y durch ihre Inversen und benutzt die 
Definition der Sternabbildung, so erhalt man die zu (P) aquivalente Bedingung 
x,yEP* =) xyEP*. 
Damit ist P* E E). 
(3) * (1). 1st P* ein Oberring von B, also ein zweiseitiges gebrochenes 
Ideal 2 B, so ist P = P** ein zweiseitiges Ideal _C M von B. Ferner ist P = P** 
das maximale Ideal von P*, also P*/P und daher erst recht B/P nullteilerfrei. 
Eine Bewertung von K mit dem Bewertungsring B, hei& der Bewertung mit 
dem Bewertungsring B subordiniert, wenn B, Oberring von B ist. Da zu jedem 
Bewertungsring eine Bewertung existiert, entsprechen die subordinierten 
Bewertungen den Oberringen von B. 
1st P E ‘p, so ist nach Satz 8 P* E Q. Die Restriktion der Sternabbildung auf ‘5J.J 
ist eine Bijektion von Cp auf X). Daher entsprechen den subordinierten Bewer- 
tungen such die vollprimen Ideale von B. 
Es sei U die Menge der v-konvexen Untergruppen von G. Da jede Unter- 
gruppe symmetrisch ist, ist u in der Menge G der symmetrischen, v-konvexen 
Teilmengen von G enthalten. Wir betrachten nun die Restriktion der Abbildung 
S H S’ auf U. Es gilt 
SATZ 9. Die Menge U der v-konvexen Untergruppen entspricht bijektiv der 
Menge ‘f@ der vollprimen Ideale, vermittels der Abbildung 
Utt U’={x~K~2~ilJ}nB. 
Beweis. Nach dem Korollar zu Satz 7 ist U’ ein echtes zweiseitiges Ideal 
von B. Aus x, y E B und x, y $ u’ folgt X, 9 E U, also x7 = 23 E L’ und damit 
xy $ U’. Folglich ist B/U’ nullteilerfrei, also U’ E ‘!J3. 
Es sei nun P E Ip. Im Beweis von Satz 7 wurde gezeigt, da8 P die Darstellung 
P= u’ besitzt, wobei lJ~6 und U=={3i:~Glx#O, x und x-l$P}ist. 
Aus f, 3 E U folgt x, y, x-l, y-l $ P, also xy #P und (xy)-l # P (wegen (P)). 
Folglich ist @ = $$ E U, also U eine Untergruppe von G. 
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Da die Zuordnung S ++ S’ antiton ist, sind die Mengen U, 6, 6, , 6, durch 
Inklusion linear geordnet. Wegen der q-Konvexitat ist jeweils die Untergruppe 
V, kleinstes Element dieser Mengen, der bei der Abbildung S H S’ das 
maximale Ideal M von B entspricht. 
Kombiniert man die Abbildung U ++ U’ mit der Sternabbildung, so erhalt 
man eine Bijektion von U auf 0, die explizit durch 
und die Umkehrabbildung 
B, tt U = (2 E G / x Einheit in B,) 
gegeben ist. Wir erhalten 
SATZ 10. Die Abbildung 
U+D, U++B, ={xEKX\ZEU}UB 
ist eine Bijektion. Die Menge {x E KX 1 Z E v> ist hierbei die Einheitengruppe von B, . 
Bemerkung. In kommutativen Korpern besteht !$3 genau aus den echten 
Primidealen von B und U aus den konvexen Untergruppen von G. Satz 9 und 10 
liefern in diesem Fall den bekannten Krullschen Satz iiber die eineindeutige 
Beziehung zwischen den konvexen Untergruppen, den echten Primidealen 
von B und den Oberringen. Fur invariante Bewertungen gilt dieser Satz mit 
gleichem Wortlaut. Erst bei nicht-invarianten Bewertungen hat man die Begriffe 
konvex durch v-konvex und prim durch vollprim zu ersetzen. 
Der folgende Satz gibt nun die Beziehung der Wertegruppe zu der Wertegruppe 
einer subordinierten Bewertung an. 
SATZ 11. Die Wertegruppe Gl einer subordinierten Bewertung ist isomorph xu 
G/o1 , wobei nl = &o gU,g-l und U, die der subordinierten Bewertung 
entsprechende Untergruppe aus U ist. 
Beweis. Nach Satz 10 besitzt der zu der subordinierten Bewertung gehijrige 
Bewertungsring B, = lJ’* die Einheitengruppe {X E K* / 3i; E U,}. 1st B, der 
Durchschnitt der zu B, konjugierten Bewertungsringe, so ist die Einheitengruppe 
von B, die Menge {x E Kx / 2 E ol}, wobei l?r der Durchschnitt der zu VI 
konjugierten Untergruppen ist. Nach Satz 3 ist die Einheitengruppe von 8, 
gerade der Kern des Homomorphismus KX --f Gl . Dies zeigt, da13 sich der 
Homomorphismus KX + G, tiber G faktorisieren 1nBt und dab hierbei or der 
Kern des Homomorphismus G -+ G, ist. 
Da or der kleinste in U, gelegene Normalteiler von G ist, gilt das 
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KOROLLAR. Die Wertegruppe G1 einer subordinierten Bewertung ist isomorph 
zu G, weun IJ, keinen Normalteiler # {I) von G mathtilt. 
5. SUBINVARIAHTE BEWERTUNGEN 
Eine Bewertung, die zu einer invarianten Bewertung subordiniert ist, nennen 
wir subinvariant. Der zugehiirige Bewertungsring enthalt dann einen invarianten 
Bewertungsring. Der folgende Satz gibt zwei hierzu iquivalente Bedingungen an. 
SATZ 12. Es sei B ein Bewertungsring und B der Durchschnitt der zu B kon- 
jugs&en Bewertuugsringe. Dam sind folgende Aussagen aquivalent :
(1) B enthalt einen invarianten Bewertungsring, 
(2) Die zu B konjugierten Bewertungsringe s-tnd durch Inklusion linear 
geordnet, 
(3) B ist ein Bewertungsring. 
Beweis. (1) 3 (2). Die zu B konjugierten Bewertungsringe enthalten 
samtlich den in B liegenden invarianten Bewertungsring B, , sie sind daher 
gebrochene Ideale beziiglich B, und daher durch Inklusion linear geordnet. 
(2) 3 (3). Es sei x $ B. Es gibt dann einen zu B konjugierten Bewertungs- 
ring B’ mit x $ B’. 1st nun B” ein beliebiger zu B konjugierter Bewertungsring, 
so gilt wegen der vorausgesetzten linearen Ordnung B’ _C B” oder B” C B’. 
Im ersten Fall ist x-l E B’ _C B”. Im zweiten Fall folgt aus x $ B’ sicher x #B”, 
also x-l E B”. In jedem Fall liegt x-l in B” und damit im Durchschnitt i?. 
Folglich ist B ein Bewertungsring. 
(3) * (1). B = nzm xB.r+ ist gegen innere Automorphismen von K 
invariant. Wegen (3) ist also fi ein in B enthaltener invarianter Bewertungsring. 
Aus der Bedingung (3) von Satz 12 ergibt sich folgende Kennzeichnung. 
SATZ 13. Eine Bewertung ist genau dann subinvariant, wenn die Wertegruppe 
linear geordnet ist. 
Beweis. (1) Die Wertegruppe G sei linear geordnet. Fiir x E Kx gilt dann 
3i: < 1 oder I < E. Die zweite Ungleichung ist mit x’; < I gleichwertig. Nach 
Satz 2 liegen daher x oder x-l in 8. Damit ist B ein Bewertungsring. 
(2) 1st umgekehrt B ein Bewertungsring und sind f, $ Elemente von G, 
so folgt, da xy-1 E & oder yx-l E fi gilt, wieder nach Satz 2 iy-l < I oder 
2 < I, also 3i: <y oder 9 < 2. Damit ist G linear geordnet. 
In einem invarianten Bewertungsring sind wegen xB = Bx alle Rechts- und 
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alle Linksideale zweiseitig. Diese Eigenschaft ist sogar kennzeichnend fur die 
Invarianz von B. Fur x _C KX folgt namlich 
XBX-l C BxBx-lB C Bxx-‘B C B, 
weil x oder x-l in B liegt und damit BxB C Bx oder Bx-‘B C x-lB gilt. 1st der 
Bewertungsring B nicht invariant, so existieren daher Rechts- oder Linksideale, 
die nicht zweiseitig sind. 
Eine spezielle Klasse subinvarianter Bewertungsringe bilden diejenigen 
Bewertungsringe, in denen samtliche Rechtsideale (oder siimtliche Linksideale) 
zweiseitig sind. Dal3 diese tatsachlich subinvariant sind, ergibt sich folgender- 
maDen. Fiir x E B folgt 
x-“Bx C x-1BxB C x-lxB = B 
und fur x $ B, also x-l E B 
B C x-lBx. 
Dies zeigt, da13 die konjugierten Bewertungsringe durch Inklusion linear 
geordnet sind, woraus nach Satz 12 die Subinvarianz folgt. Wie wir spgter an 
einem Beispiel sehen werden, gibt es aber such subinvariante Bewertungsringe, 
in denen sowohl Links- als such Rechtsideale auftreten, die nicht zweiseitig sind. 
1st B ein subinvarianter Bewertungsring, so ist nach Satz 12 B = nzpKx XBX-l 
ein invarianter Bewertungsring und B ein Oberring von 2. Wir bezeichnen die 
Wertegruppen der Bewertungen zu B und zu B mit G bzw. G. Da der Kern des 
Homomorphismus KX + G und der von KX -+ G in beiden Fallen aus den 
Einheiten von B besteht, sind G und & isomorph und sollen daher im folgenden 
identifiziert werden. Nach dem Satz 10 entspricht dann dem Oberring B von & 
die konvexe Untergruppe 
U,, = (i E G 1 x Einheit in B} 
={3i;~GIlx/ =llI}. 
Diese Untergruppe wurde bereits in Abschnitt 2 untersucht. Sie enthalt nach 
Satz 4 keinen Normalteiler # {I} und ist nur dann gleich {I}, wenn B invariant ist. 
In der folgenden Konstruktion subinvarianter Bewertungen benutzen wir die 
bekannte Tatsache, daB zu jeder linear geordneten Gruppe G ein Korper mit 
einer invarianten Bewertung existiert, deren Wertegruppe G ist (beispielsweise 
der formale Potenzreihenkorper K(G), wobei K trivial bewertet ist). 1st U eine 
konvexe Untergruppe von G, die auBer (1) keinen Normalteiler von G enthlilt, 
so entspricht U ein Bewertungsring in K, der subinvariant ist. Wir erhalten daher 
SATZ 15. Es sei G eine linear geordnete Gruppe und U eine konvexe Unter- 
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gruppe, die keimm Normalteiler # (1) van G enthiilt. Dann existiert ein Kiirper K 
mit folgender Eigenschaft: Auf K gibt es eine subinvariante Bewertung mit G als 
Wertegruppe. Ferner ist U = (2 E G 1 1 x 1 = j 1 I}. Die Bewertung ist genau dann 
invariant, wenn U nur aus dem Einselelement besteht. 
BEISPIEL. Wir betrachten eine von Chehata untersuchte Gruppe [l]. Es sei 
R der Kiirper der reellen Zahlen und G die Menge der Abbildungenf: R ---f R 
mit folgender Eigenschaft : 
Zu jedem f existieren a, b E R, a < b, und eine Intervalleinteilung a = a,, < 
al < ... < a, = b, so dal3 
f(x) = x fiir x < a oder x > b 
f(x) = mix + ni fur aCVl < x < ai , i 1 l,..., n 
mit mi,n,ER,mi > 0. 
Wir definieren in G eine Verknupfung h = fg durch h(x) = f(g(x)). Ferner 
setzen wir f < g, falls ein x E R existiert, so da8 f(x) < g(x) und f(y) < g(y) 
fur alley < x gilt. Hierdurch wird G eine linear geordnete Gruppe. Wie Chehata 
gezeigt hat, ist G eine einfache Gruppe. 
1st f ungleich der Identitat, so kiinnen wir in der obigen Darstellung von f 
annehmen, daB m, # 1 ist. Die Zahl a = a, bezeichnen wir dann als A( f ). 
1st f die Identitlt, so setzen wir h( f ) = co. 
Wie man leicht zeigt, hat X folgende Eigenschaften 
(1) 4fg) = Min(h(f ), A(g)), 
(2) 4f) = 4 f-l), 
(3) Wf-'1 =.fGK4). 
Aus (1) und (2) folgt, da13 fiir beliebiges a E R die Mengen 
U, ={f~GlYf) 24 und u,‘={f~GIX(f)>al 
konvexe Untergruppen von G sind. Wir zeigen nun, dal3 sich jede nicht-triviale 
konvexe Untergruppe U von G such in dieser Weise darstellen la&. Es sei 
g < id ein Element von U und h(f) 2 h(g). Wegen der archimedischen 
Anordnung von R existiert eine nattirliche Zahl n mit gn < f < g-*. Da U eine 
konvexe Untergruppe von G ist, folgt dann f E U. 1st nun U # G und a = 
inf,, u h(g), so gilt U = U, oder U = U,‘, je nachdem, ob eing E Umit X(g) = a. 
existiert oder nicht. 
Da G einfach ist, erfiillen die Ua und U,’ die Bedingung von Satz 15. Also 
existiert ein Korper K mit den dort angegebenen Eigenschaften. 1st B der 
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zugehijrige invariante Bewertungsring, so erhalten wir nach Satz 10 zu U, und 
U,’ die subinvarianten Bewertungsringe 
und 
B,' =(xEK~~ZEU,'}UB. 
Wegen der Eigenschaft (3) von h gilt 
f&f-’ = um und fU,‘f-’ = U&b . 
Daher sind die Untergruppen U, samtlich konjugiert zueinander, desgleichen 
die 77,'. Damit bilden such die B, und die B,' zwei Klassen konjugierter 
Bewertungsringe. Es gilt 
B = n B,= n B,'. 
aelW aoR 
Als invarianter Bewertungsring ist B maximal. 
Es sei nun B, einer dieser subinvarianten Bewertungsringe von K. Wir wollen 
zeigen, daB in B, sowohl Rechts- als such Linksideale existieren, die nicht 
zweiseitig sind. 
Es seien 6,6,, und 6, die in Abschnitt4 betrachtetenMengen beziiglichder zu 
B, gehijrigen Bewertung von K. Da diese Mengen gegen Durchschnittsbildung 
abgeschlossen sind, existieren zu jeder Teilmenge von G die Hiillen in diesen 
Menen. Mit [A [A, , und [glu bezeichnen wir die Hiillen eines Elements g 
von G in 6, 6,) und 6,. 
Aus der linearen Ordnung von G ergibt sich, da8 eine Teilmenge S von G 
genau dann in 6, bzw. 6, liegt, wenn S konvex, symmetrisch und mit s < id 
such U,s bzw. sU, in S enthalten ist. Man zeigt hiermit 
1st g E G mit g(a) < a, so ist S = [glu E 6, kein Element von 6,, . Daher ist S 
nach Satz 7 ein Rechtsideal, jedoch kein Linksideal. Entsprechend gilt fur ein 
g E G mitg(u) > a und S = [glO, daB S’ ein Linksideal, jedoch kein Rechtsideal 
in B, ist. 
6. BEWERTUNGEN FORMALER POTENZRRIHENK~RPER 
Es sei r eine linear geordnete Gruppe, deren Elemente als Operatoren auf 
einem K&per K operieren (d.h. a H UY ist fur jedes y E I’ ein Automorphismus 
481/48/2-2 
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von K, ferner gilt (a~>” = a YY’ und u1 = u). Der formale Potenzreihenkorper 
K(r) ist dann definiert als Menge der Abbildungen 
x:r-+K, y-a,, 
fur die jede nicht leere Teilmenge des Tragers {y E I’ 1 a,, # 0} ein grijI3tes 
Element besitzt. (Schreibt man, wie es haufig iibhch ist, die Bewertungen 
formaler Potenzreihenkbrper additiv und geht dabei zur inversen Ordnung von r 
tiber, so besagt diese Forderung, dal3 der Trager wohlgeordnet ist.) 
Stellt man die Elemente von K(r) als formale Summen x = Cvsr ya, dar 
und definiert 
x + Y = c Y% + c Yh = c Y(% + 4,) 
XY = C w, * 2 rb, = C YC, 
mit c, = IL.,w,~B=~ s% j so wird K(F) ein Korper [4]. K 1aBt sich als Unter- 
kijrper in K(r) einbetten. 
Es ist nun unser Ziel, eine Bewertung des Grundkorpers K auf K(I’) fort- 
zusetzen. Die Wertemenge der Bewertung von K sei W und W* = W\(O). 
Wir setzen dann W* = r x W* und ordnen diese Menge lexikographisch. 
Es sei W = w* u {0}, wobei 0 kleinstes Element von W 1st. Durch w I-+ (1, w) 
la& sich W* in w* und damit W in w einbetten. 
SATZ 16. Fiir x = 2 ya? , x # 0, sei 
wobei 01 das gr$i’te Element des Triigers von x ist. Hierdurch wird eine Bewertung 
van K(r) de$niert, die die Bewertung van K fortsetxt. Hierbei ist 
f(y, w) = (ay, aiw) fiir (y, w) E W*. 
Wir verzichten auf einen Beweis. Die Behauptungen lassen sich ohne 
Schwierigkeiten verifizieren. 
Wir eriirtern nun einen speziellen Fall, in dem sich die Wertegruppe sehr 
einfach bestimmen 1st. 1st B der Bewertungsring der Bewertung von K, so sol1 
angenommen werden, daR B = napKx aBa-l r-invariant ist. Diese Bedingung 
impliziert, da0 die Einheitengruppe I? von B r-invariant ist. Da I? nach Satz 3 
gerade der Kern des Homomorphismus KX -+ G, x H 2, ist, ergibt sich aus 
ii = 6 stets 2 = g Damit lassen sich durch 
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die Elemente von r als rechte Operatoren auf G definieren, d.h. G ist damit eine 
Operatorengruppe iiber r. Aus der Beschreibung der Elemente der Wertegruppe 
G der Bewertung von K(r) in Satz 15 folgt, dal3 G isomorph zu dem semidirekten 
Produkt r x G mit der Verkniipfung 
ist. Die Anordungen von I’ und G iibertragen sich lexikographisch auf r x G. 
Dieser durch die r-Invarianz von fi ausgesonderte Fall ist daher in Hinblick 
auf die Bestimmung der Wertegruppe besonders einfach. Es gehen hierbei nur r 
und die Wertegruppe G ein. Die ringtheoretische Struktur des Bewertungsringes 
von K(r) wird daher bereits von r und G bestimmt. 
Als Beispiel sollen die subordinierten Bewertungen von K(r) bestimmt werden. 
Die kanonische Abbildung ist P) = id x v, wobei G = r x G und W* = 
r x W* gesetzt ist. Die Menge Ti der p-konvexen von G setzt sich aus zwei 
Typen von Untergruppen zusammen. Einmal besteht ti aus den Untergruppen 
1 x U, wobei U eine q+konvexe Untergruppe von G ist, zum anderen aus den 
Untergruppen v x G, wobei I’ eine konvexe Untergruppe von r ist. Hierbei 
gelten die Inklusionen 
Der Untergruppe 1 x G entspricht die Bewertung von K(r), in der k- trivial 
bewertet wird. 
Der erste Typ subordinierter Bewertungen entspricht genau den subordinier- 
ten Bewertungen des Grundkorpers. Durch die Einbettung von G in r x G, 
geht jedoch im allgemeinen die Normalteilereigenschaft einer v-konvexen 
Untergruppe U verloren. Fur einen Normalteiler U von G ist namlich wegen 
(x 69-Y 1, f)(% g) = (1) H%) 
1 x U nur dann Normalteiler in r x G, wenn U r-invariant ist. Damit sind 
selbst bei kommutativen Grundkijrpern die subordinierten Bewertungen im 
allgemeinen nicht invariant. 
LaRt man die Bedingung der r-Invarianz von k fallen, so ist die Struktur der 
Wertegruppe wesentlich komplizierter. 
Beispiel. Es sei K ein K&per und H eine Automorphismengruppe von K. 
Da sich jede freie Gruppe linear anordnen Ia&, existiert ein Homomorphismus 
W: r--f H, wobei r eine linear geordnete Gruppe ist. Durch UY : = &v) wirken 
die Elemente von r als rechte Operatoren auf K. 
Wir wollen voraussetzen, dal3 H = (u) eine zyklische Gruppe ist. Dann ist H 
ein homomorphes Bild von 2’. Urn wie bisher die Gruppe r multiplikativ zu 
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schreiben, setzen wir y = tn, n E E, fiir y E l7 Die Verkniipfung ist dann tntm = 
tn+m, ferner ist t” < tm, falls 12 > m ist. Der Homomorphismus w: I’+ H 
lautet tn H un. Fiir K(T) schreiben wir wie iiblich K((t)). Bei der Multiplikation 
der formalen Potenzreihen ist die Vertauschungsregel at = ta” zu beachten. 
Es sei nun eine Bewertung von K mit einer zu Z isomorphen Wertegruppe 
gegeben. Fi_ir die nach Satz 15 existierende Bewertungsfortsetzung von K((t)) ist 
dann m* ordnungsisomorph zu Z x Z mit lexikographischer Anordnung. 
Aut w l%Rt sich daher mit der Gruppe der ordnungserhaltenden Bijektionen 
von Z x H auf sich identifizieren. Man iiberlegt sich, dal3 diese Gruppe isomorph 
zu Z x 77’ ist, wobei iz” die Menge der Funktionen .fi Z -+ H ist. Ein Element 
(k, f) E Z x Hz wirkt dabei auf Z x Z wie folgt: 
(k,f)(n, 4 = (k + n,./-(n) + m). 
Aus dieser Formel ergibt sich die Verkniipfung in Z x Hz, wodurch dann 
Aut w vollst&ndig beschrieben ist. Hierzu definieren wir zu f E Zz und n E Z 
die Funktion~f, E Hz durch fn(m) = f (n + m). Dann ist 
(k f) * (n, g) = (k + ~3 fvz + 6). 
Aus der allgemeinen Formel fiir 4 in Satz 16, wobei x = tna, + tn+lan+l + ..* 
ist, ergibt sich, dalj dem Element (n, f) E h x Z* entspricht und 
f (4 = 40:) 
ist. v ist hierbei die zur Bewertung gehiirige Gradbewertung v: KX + Z. 
Besitzt v r konjugierte Bewertungen vi = v . ai, so sind die hier auftretenden f 
periodisch: f (k + r) = f(k). Wegen der Unabhingigkeit der Bewertungen 
B 1 I..., v, folgt aus dem Approximationssatz, daB such umgekehrt jedem (n, f) E 
Z x P mit r-periodischem f ein Element aus (7 entspricht. (Wegen der kommo- 
tativen Wertegruppe sind die Bewertungen ZJ~ invariant. Fiir unabhsngige 
invariante Bewertungen gilt der Approximationssatz.) 
Damit ist C? isomorph zu Z x P’. Diese Isomorphie ist sogar ordnungstreu, 
wenn man in ZT die fiir Funktionen definierte Halbordnung einfiihrt und diese 
auf Z x 7’ lexikographisch iibertrlgt. Man erkennt hieraus, da13 G fiir r > 1 
nicht linear geordnet ist, daD also die Bewertung von K((t)) nach Satz 12 nicht 
subinvariant ist. 
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